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Soient R un anneau commutatif et R(T) I’anneau des fractions de R[T] obtenu en rendant in- 

versibles les polyndmes 1, r,,Tn tels que En r,,R = R. Alors tout R(T)-module projectif de rang 

constant est 1ibre.t 

1. Introduction 

11 y a un sitcle, Kronecker tentait d’unifier et de fonder algebriquement la Theorie 
de nombres et la Geometric algebrique; parmi bien d’autres idees, il utilisait 
systematiquement les deux suivantes: 

- Lorsque l’on est en presence d’un nombre fini d’elements xl, . . . , x, (disons d’un 
anneau R), on peut les remplacer par l’unique element xl T, + ... +x,,T, de 

R]T,, . . . . T”]. C’est la methode dite d’adjonction d’indeterminees. 
- On peut souvent ramener l’ttude d’un polynome P(T,, . . . . T,) A n variables a 

celle d’un polynome a une seule variable Ten posant T = Tdi-‘: si d est assez grand, 
l’unicite de l’ecriture d-adique d’un entier montre que chaque coefficient du poly- 
name initial apparait comme coefficient dans le nouveau polynome. C’est le 
‘principe de specialisation’. 

Dans cette note, je montre que ces methodes, pour classiques qu’elles soient, 
peuvent encore conduire a des resultats nouveaux. 

Je tiens a remercier Dan Laksov de m’avoir invite a l’institut Mittag-Leffler en 
Mai 1980; c’est dans la superbe bibliotheque de cet institut que ces modestes 
remarques ont vu le jour. 

2. L’anneau R(T) 

2.1. Pour tout anneau commutatif unitaire R, on notera R(T) I’anneau S-‘R[T], 
oh S designe l’ensemble des polynomes f(r) = C r, T” tels que l’ideal engendre par 

I La trivialitt des R(T)-modules inversibles a CtC prouvee independamment par D.D. Anderson 

(University of Iowa). ‘Vole ajoufd ci la correcfion des Ppreuves: B.R. McDonald et W.C. Waterhouse ont 

demontre un resultat plus general; voir Proc. Amer. Math. Socr 83(3) (Nov. 1981). 
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les coefficients 

soit Cgal a R; ce sont les polynomes dont I’image dans R/m[T] est non nulle pour 
tout ideal maximal m; par suite S est une partie multiplicative. 

11 faut prendre garde que cet anneau est distinct de celui obtenu en rendant in- 
versibles les seuls polynomes unitaires, bien que certains auteurs, dont Quillen, le 
designe par le mCme symbole. 

2.2. Le morphisme R + R(T) est fidelement plat. 

2.3. Lemme. (i) Soit f un polynbme h coefficients dans R. AIors c(f) = R si et 
seuiement si le morphisme R -+R[T]/(f) est quasi-fini (i.e. ci fibres finies, Pven- 
tueliement nulles). 

(ii) Soit I un id&al de R [T] tel que le morphisme R --) R [T] /I soit quasi-fini. Alors 
I contient un polynbme f tel que c(f) = R. 

Demonstration de (ii): si R est un corps, I est engendre par un polynome non nul; 
par suite, pour tout ideal maximal m de R, il existe un polyndme f c I tel que c(f) C m; 
la quasi-compacite de Spec(R) permet de trouver une famille finie fi, . . . , f, de poly- 
n8mes dans I tels que les ouverts D(c(A)) recouvrent Spec(R); pour un entier d 
superieur aux degres des A chaque coefficient de f = Ii Td% est un coefficient d’un 
des J’; done c(f) = R. 

2.4. Proposition. Si R -+ S est un morphisme entier, le morphisme S OR R(T) --) S(T) 
est un isomorphisme. 

Soient g E SIT] un polynijme tel que c(g) = S, et I I’ideal de R[T] image reciproque 
de gS[T]. Comme le morphisme R[T]/lGS[T]/(g) est entier, le morphisme 
R -*R[T]/I est quasi-fini; d’apres 2.3(ii), il existe f E I tel que c(f) = R, et on a 
f =gh dans S[T]. 

2.5. La formation de R[T] ne commute pas a la localisation: soient X, y une suite 
R-reguliere telle que XR + yR #R et t =x+ y; le morphisme R(T), -+ R,(T) n’est pas 
surjectif car l’inverse de x+ yT n’est pas dans R(T), . 

2.6. Le groupe projectif GP(2, R) = GL(2, R)/R’ opire sur R(T) car si (z 2) est une 
matrice inversible, la fraction zed est dans R(T) puisque CR + dR = R. 

3. Le cas affine 

3.1. ThCorkme. Pour tout anneau R, tout R(T)-module projectif de rang constant 
est libre. 
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Soit F un R(T)-module projectif de rang constant. I1 suffit de montrer que F 

possede un facteur direct isomorphe a R(T), c’est-a-dire qu’il existe XE F et une 
forme lineaire u : F-R(T) tels que U(X) soit inversible dans R(T). 

Designons toujours par S l’ensemble des polynomes f E R [T] tels que c(f) = R. 

On peut construire un R[T]-module de presentation finie E et un isomorphisme 

F-S-‘E. 

On aura done aussi un isomorphisme 

F’= Hom,,r)(F, R(T)) -S-‘E ‘=S-* HomRrrl(E, R[T]). 

L’application 

E-&r) E - R[Tl, 
u@x w u(x) 

devient surjective apres localisation par S; ii existe done des elements xi E E et des 
formes lineaires ui:EdR[T], i=l, . . ..m. telsque 

c f4; (X;) E S. 

Chaque u, definit une suite de formes R-lineaires ujk : E +R telles que, pour tout 
GEE, on ait 

Uj (X) = C ujk (X) Tk* 
k 

Soit dun entier strictement superieur au nombre des dhentS f!djk(x,) qUi SOnt non 
nuls, pour i, j et k variables. Posons 

U= c ujTdj, x = c x;Tdzi. 
/ I 

On a done 

U(X) = c Ujk(X;)Tid2+jd+k. 
t, /. k 

D’apres le choix de d, l’application 

NxNxN - N, 

(i, j, k) t-+ id* +jd+ k 

est injective sur l’ensemble des triplets tels que ujk(xi) # 0. Par suite, chaque coeffi- 
cient du polynome (en T) u(x) est egal a Pun des ujk(xi); l’ideal qu’ils engendrent 
dans R contient done, en particulier les elements Ii U,k(~;)r c’est-a-dire les coeffi- 
cients du polyndme C, Ui(Xi)* Bref, le polynome u(x) est dans S. 

3.2. Corollaire. Si E est un R[T]-module projectif de rang constant, il existe un 
polyndme f E R [T] tel que c(f) = R et tel que Ef soit un R [T&-module libre. 
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4. GPntkalisation 

4.1. La seule difficult6 pour generaliser le resultat precedent au cas d’un schema X 
qui n’est pas affine est de degager un analogue de Spec(R(T)). Je ne sais le faire que 
lorsque X admet un faisceau ample; le schema X’ qui remplace Spec(R( T)) est alors 
affine. 

La construction proposee prolonge la remarque suivante: soient X= Spec(R) un 
schema affine et X’= Spec(R(T)). Alors, le morphisme 

X’ - A’xX 

permet d’identifier X’ a I’intersection des ouverts I/ de A’ xX tels que la projection 
U+X soit surjective; de plus, ceux de ces ouverts qui sont affines forment un 
systeme cofinal. (En effet, si Y est un fermi complementaire d’un tel ouvert CJ, le 
morphisme Y+X est quasi-fini et 2.3(ii) montre qu’il existe f~ R[T] tel que 
c(f) = R et tel que CJ contienne D(f).) 

Les demonstrations des resultats enonces sent omises car elles ne font pas inter- 
venir d’idees nouvelles; elles consistent toutes en: 

- l’adjonction d’indeterminees; 
- la reduction a une seule indtterminee en specialisant les autres en des puissances 

convenables de celle-ci; 
- la restriction a l’ouvert d’inversibilite du polynome ainsi construit. 

4.2. Lemme. Si X est un schPma admettant un faisceau inversible ample, il existe 
un ouvert affine U de A’ xX tel que la projection U + X soit surjective. 

4.3. Soit X un schema admettant un faisceau inversible ample; en particulier, X est 
done quasi-compact et &pare; par suite, l’ensemble des ouverts affines U de A’ xX 
tels que U-X soit surjectif est filtrant, et non vide d’apres 4.2. 

On designe leur intersection par x’; c’est un schema affine et le morphisme 

x’ 4 X est fidtlement plat. 

4.3.1. Si X est quasi-affine, et s’identifie done a l’ouvert D(Z) d’un schema affine 
Spec(R), oti I est un ideal de type fini de R, alors X’=Spec(S-‘R[I]) od S est 
l’ensemble des polynomes f c R[T] tels que I soit contenu dans la racine de c(f). 

4.3.2. Soient R un anneau grad& d’ideal d’augmentation R,, et X=Proj(R). 
Graduons R[T] en affectant le degre zero a la variable T; soit S I’ensemble des poly- 
names f qui sont homogenes pour cette graduation, i.e. dont les coefficients sont 
homogenes et de mCme degre, et tels que R, soit contenu dans la racine de c(f); soit 
R’ le sous-anneau form6 des elements de degre zero de S-‘R[T]; alors 
x’= Spec(R’). 

4.4. Th6odme. Soit X un schPma admettant un faisceau inversible ample. Alors, 
avec les notations de 4.3, tout (I,.- module localement libre de rang constant est 
libre. 


